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Ecuaciones Diferenciales I. Examen XVII

Ejercicio 1. Calcula e si A = ((1) (1))

Hay dos opciones:

A partir de la definicién: Tenemos que:

etA _ i tnjn

n=0

Calculemos la potencia n—ésima de A. Para n = 2, tenemos:

(000

Por tanto, tenemos que:

A = [dy, A™1=A VYneN

Por tanto:
00 t2n 00 t2n+1
t2 t3 t4 Z | Z
A=Tdy+tA+ Idy+ A+ —Idy+ - = ”20(227?21' " (271;;1)
2! 3! 41 i t i t
S @ent ) = (2n)

Resolver dichas series es complejo, por lo que vamos a intentar resolverlo de
otra forma.

Usando las Ecuaciones Diferenciales: Buscamos oftener una matriz fundamen-
tal @ del sistema dado por 2’ = A(t)z. Calculamos los valores propios de A:

PiA) =X —-1=0<= \=%1

Por tanto, obtenemos la siguiente matriz fundamental:

Por tanto, la matriz fundamental del sistema en tg = 0 es:
-1
9 1 1 _ Ljet et -1 -1\
2(1)(0) = (?) (1 —1) Tl )1 1) T
Clfet e\ (1 1 1 ettt el —et
o \et —e )\l —1) 2 \et—et et 4et

Por tanto, tenemos que:

~
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Ejercicio 2. Encuentra una matriz fundamental del sistema
/ / /
xy = 3% + T2, Ty =3Ty+x3, T35=3T3.

Definimos z : R — R3, A € R3*? dados por:

T 310
r=|z2|, A=[(0 3 1
X3 00 3

Al no haber definido una condicién inicial, la solucién no serd unica. Al ser
similar a un sistema triangular, procedemos de forma similar obteniendo soluciones
de forma escalonada:

3t

Ty = 3x3 = x3(t) = cze c3 €R

Sustituyendo en la ecuacion anterior, obtenemos:
Tl = 3y + 3 = 1y(t) = €* <02 + /6_3t03€3tdt) =
= cge3t + c;;te?’t
Sustituyendo en la ecuaciéon anterior, obtenemos:

x’l =3r1 + 0263t + 03te3t — xl(t) = et (01 + /e‘st (CQ@St + 03t63t) dt) =

t2
= cle3t + 02t€3t +c3- E - e3t

Por tanto, tenemos que la solucién general del sistema es:

cre3t + cotedt & %631? 1 t /2
x(t) = coe3t + cyted! =3[0 | +ee® | 1| +ege | ¢ c1,c0,c3 €R
csedt 0 0 1

Por tanto, una matriz solucion del sistema es:
63t t€3t t2/2€3t
O(t)y=|( 0 €& te¥
0 0 &
Ademas, es matriz fundamental del sistema, ya que:
det®(t) =e” #£0 VteR
Ejercicio 3. Se considera el problema de valores iniciales

' =3z +sent, x(0)=0

y se define la correspondiente sucesion de iterantes de Picard {z,(t)},.,. Calcula
i) (t)
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Sea x,, : R — R la sucesion de iterantes de Picard definida por:
t
Tnr1(t) = o + / [a(s)x,(s) + b(s)]ds

to

t
= / [3z,(s) + sen s]ds n =0
0

Tenemos que:
¢ ¢
x1(t) = / [3zo(s) + sen s|ds = / sen sds = [— cos s|; = 1 — cost
0 0

t t t
mg(t):/[3x1(s)+sens]ds:/[3(1—coss)+sens]ds:/[3—3coss+sens]ds:
0 0 0
= [3s — 3sen s — cos s|, = 3t — 3sent — cost + 1

Ejercicio 4. Se emplea la norma Euclidea en R? y la norma matricial asociada en

R2. Calcula || R|| para la matriz R = cosff —sent
senf cosf

Para z € R? notaremos x = (21, 73). La norma matricial asociada a la norma

Euclidea en R? es:
IR|| = méx || Re|| = méx costh —senf\ (x1)\| _
senf cosf To

[lz]l=1 llzll=1

, 1 cosf — xosen b
= méx
lzl=1 || \ 1 sen 8 + x5 cos
= max \/ (x1co80 — zysenf)? 4 (xysenf + x9 cosf)? =
ll=l|=1
= ﬁnéx \/x% cos?f — 2x senf + x3sen?6 + x?sen?6 + 2z senf + x3cos? 6 =
z||=1

= ﬁfb{ \/x%(cos2 60 + sen? 0) + z3(sen? 6 + cos? 0) =
z||=1

= max /23 + 2% =

llzll=1
= méax ||z]| =1
llz]l=1
Por tanto, tenemos que ||R|| = 1. Interpretando R como la matriz asociada a

una aplicacion lineal, tenemos que se trata de la matriz de rotacién de angulo 6. Por
tanto, notando también como R a la aplicacién lineal asociada, tenemos que:

R(S1) =1 = ||| = méx | Re| = miix | Rri] = mix ] =1

En cualquier caso, vemos que || R|| = 1.
Ejercicio 5. Se considera una sucesién de funciones continuas f, : [0,1] — R que

cumplen fo(t) =1+t¢, fi(t) =4+t

| frg1(t) / | fn(s) = fuo1(s)| ds sin>1,tel0,1].
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Prueba que la sucesién {f,,} converge uniformemente en [0, 1].

Usaremos para ello el Test de Weierstrass. Para ello, veamos los primeros térmi-
nos. Para todo ¢ € [0, 1], tenemos:

[1(t) = o) =4+t = (1+1)] =3

| f2(%) /|f1 )|cls—7/0 3ds=7-3-t
t ) tz
uaw—ﬁ@ﬂ<7éLM@—ﬁ@Wh<7A74%w&=73-5

Probemos por tanto por induccién que:

fona®) = O] <7030

= Para n =1, se tiene.

= Supongamos que se cumple para n, veamos que se cumple para n + 1:

|fn+2( ) fn+1 / ’fn+1 (8)‘d8 < 7/0 ™. 3. Z_r:ds =

tn—i—l

=7ntl.g. ~
(n+1)!

Por tanto, acotando ¢ por 1, tenemos que:

" "
Definimos por tanto la sucesiéon de ntimeros reales:
7n
M, =3
nl
De esta forma, por lo visto anteriormente tenemos que:

| far1(t) = fu(t)| < M, Vt€[0,1],VRn €N

o0
Estudiemos ahora la convergencia de la serie ) M,:

n=0
00 00 7n
Z Z—‘—?)e < 00
n=0 =0

Por tanto, por el Test de Weierstrass, tenemos que la sucesién {f,} converge
uniformemente en [0, 1].



